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ｌ） 

Introduction・Inthepreviouspaper[６１，wedevelopedathoery-ofsubspaces

inaFins1erspacethroughthreekindsofconnections（Matsumotoconnections,｡FMD 

connectionsandZMEconnections).Asforspecia］subspaces,however,wecouldnot 

makeafulldiscussionofthemthere 

Theprincipalpurposeoｆｔｈｅｐｒｅｓｅｎｔｐａｐｅｒｉｓｔｏｍａｋｅｕｐｆｏrtheaboveinsu[fi‐ 

ciency・TheterminologiesandnolaLionsrefertopapers［2]～[7］unlessotherwise

stated 

§1．Preliminaries・ＬｅｔＭ;』ｂｅａｎ〃-dimensionalFinslerspacewithafundamcn、

talfunctionL(x`,ｿ),andbeendowedwithaMatsumotoconnectionMr『＝(r)伽ｒｗ鵬，

ごりThisconnectionisdefinedasliollows（[4],[5]):Ｔｈｅひconnectionisgivenby
２） 

a(－１池homogeneoustensorごWhenon｣inearconnQctionandtheハconnection

aregivenby 

rijルーα＋ＴＩＡ，

四'１＝１－"》,D＋ＱﾉﾑｰＧﾉﾙ＋ｎＭ－Ｑﾉﾄ，

(1.1） 

(１２） 

wherethesymbolllノindicatestheparljaldiflerentiationbyy',Ｇ:臘ａｎｄＧＡ（＝ｃ，偽,,'）

are､thenon-linearconnectionandthebconnectionofBerwa1d．Ｔ'蝿ａｎｄＱ八ａｒｅ（/）

'､ａｎｄ（0肱homogeneoustensorsrespectivelyandTノルーハ,[,、

ＡｎＭｒ『ｉｓｃａｌｌｅｄａＺＭＤ(resp・ＴＭＤ(0))-connectionanddenotedbyZ｡MDr，

(resp7MDrb)i[thetensorsTIt,、ｉ,Ｑﾉﾙand己脚aregivenasfollows：

1）Numbersinbracketsrefel･ｔｏｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓａｔｔｈｅｅｎｄｏｆｔｈｅｐａper、

2）“(〉)D-homogeneousmeans“positivelyhomogeneousofdegreeγｉｎｙｉ"．
” 
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(L3）Ｔ9ルーＴ$｡＝0,ご`蝿＝ｑＸ(resPごj-0)，

（1.4）Ｄ汰十０Ｊ硴＝０，ＤルーａｓＤｉ，ＤルーＱ(ﾉﾙ，

ｗｈｅｒｅｇ趣ａｎｄＣ/marethemetrictensorandtheC-tensoronM，respectively，the

upperorlowerindexoindicatescontractionbyj1:ｏｒｊ１`ａｎｄＱｊ鱒＝ｇ電Ｑﾉﾙ．

ＡｎＭＤ八Xesp・nMDrb)iscalledaZYM｢(resp、ＺＭの)-connectionanddenoted

bymMT(respnM:lrwo)ｉｆｔｈｅｔｅｎｓｏｒＱ/i僻satisfies

QバーＱルー０(1.5） 

ＮｏｔｅＬＬＡｎＭ:PisaquitegeneralconnectionwithnometricalproperLy． 

ZＭＤＰ(resp、Ｚｎ`Drb)satisfiesLhefollowingaxioms：（F1）metrical（Ｌ,バー０)．（F3）

ひmetricaland沙symmeyric(廟＝Ｃ人)(resp(F3),ツーnatural(廟＝0)）（F4）Ｄｙ‐

reciprocal(yDgヴー０).（F5)ageo-pathconnection(pathswithrespecttothiscon‐

nectionarealwaysgeodesicsofM,).ＡＴＭｒｗ(resp．、｡〔rb）furthersatisfiesthe

axiom：(F2)dft-free(、A＝０).Thisconnectionisaslightgeneralizationofthefol・

lowingconnections：CartanconnectionCﾉｰ１，HashiguchioneHP,ＲｕｎｄｏｎｅＲＴａｎｄ 

ＢｅｒｗａｌｄｏｎｅＢＰｅｔｃ、

Ｌｅｔ〃,,,ｂｅａｎ〃z-dimensionalsubspaceo［Ｍ,，representedparametricallyby

theequation 

虹`＝几'(”）（i＝１，２．.….７z,.α＝１，３。…．.〃z）(1.6） 

wherewesupposethatvariables呪cformacoordinatesysyemofM,:ａｎｄｔｈｅｍａｔ，

rixwithcomponentsBL（＝8几Ｉ／Ｏz`｡)isofrankllf
３） 

ＩｆｗｅｄｅｎｏｔｅｔｈｅｃｏｍｐｏｎｅｎｔｓｏｆａｖｅｃｔｏｒｙｔａｎｇｅｎｔｔｏａｃｕｒｖｅｉｎＭ,ｌｂｙｊＩ。

ｉｎｔｅｒｍｓｏｆｚ【｡-system，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ

y，＝Bjoyo，ｊﾉⅡ｡：＝ayi／Dy｡＝BjB‘ (1.7） 

TheinducedfundamentalftlnctionＬ(z《｡,）)｡）andthemetrictensor艶γ("α,ｙ･）

ＯｎＭ１１ａｒｅｇｉｖｅｎｂｙ 

Ｌ＝Ｌ(苑`(z`｡),Ｂｉ､”gBy＝gjMJBjMi::＝ｇﾒﾙＢｂＢﾊﾟｧ，(1.8） 

Ｗｅｃｈｏｏｓｅ〃－，〃unitnormalvectorsﾉＶｙ((z＝'"＋ル…,〃）ａｔｅａｃｈｐｏｉｎｔ（z4g）

ｏｆＭ,,ｓｕｃｈｔｈａｔ 

3）IfnoconfUsionoccurs，ｔｈｅｎｗｅｓｈａｌｌｕｓｅｊﾉ・insteadoftheusualnotationzﾉ｡．
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９'ｊＷＷ＝６",BtjVr＝０，Ｍ：＝ｇが川(１９） 

ＩｆｗｅｐｕｔＢｆ＝ｇりBbg`β，where９噸isthereciprocaltensorofgb風，thenthe

inversematrixof(ＢＭＷ）ｉｓｇｉｖｅｎｂｙ(ＢＡｊＷ).Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ,上hefbllowingrelati
onshoM2 

(1.10）BfI,γ＝ＱＭｖｌｌｉｃ６③γ：＝Ｃ,ＷｉＢｆＢﾑﾂ． 

(Ｌ11）Ｍｌ７＝－２９，ｧBカー入:γjVH，入:γ:＝ＭＷＪ１け

(112）入:γ＋ハル＝２Cハー２QTbγ，αγ:＝ｑＷｎＭＢﾙｧ．

TheinducedMatsumotoconnectionZME「＝(巧７，１Ｗﾂｱ，９｡')ｏｎＭ"isdefined
asfOllows[6]： 

(113）”,＝＆｡(邸十、ﾉﾙBZi）＋てＭｌＩｌ，

(114）Ｔ・アーＢｆ(Bﾉｱ＋ｎＢｐ,可,＝嵐B'恥

ｗｈｅｒｅｗｅｐｕｔ 

(1.15） 印γ＝OB1,／ＭＥ,`ｱｰﾝ`町γ,恥＝ごＷＢＷ:，

(116）”ｱｰﾉＷ(B内＋１－'Ｗ'γ）

ThenormalcurvaturevectorinadireｃｔｉｏｎＭｉｓｇｉｖｅｎｂｙ（1.16),whilethe 
secondftlndamentaltensｏｒｉｎｔｈｅｓａｍｅｄｉｒｅｃｔｉｏｎｉｓｇｉｖｅｎｂｙ 

(1ﾕ7）期＝/W(印γ＋Iy1剛）十吋`母，

where恥＝ごimBWjVlf

Let亙卵γbetheルcurvaturetensorwithrespecttonMrJfwecontractthis
tensorbyjノツβ，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ

Fへ．〆

Ｒａso， 
戸～夕

R秘耳タ＋醜鵬ＢＷｗＭｌ;Ｈタ

(Ｌ18）＋ＢＷｉ(]乞剛ｴﾄﾞｰ勲川BﾙﾝHF）＋Hbfb(銑,７ＢＷ$＋6.6“い

－ＨＪ'７(錐,卿yβBjbM1＋6,6必〈)，

～ 

whereR."＝蝋が,互鋤＝醜my',互愈ルー鴎Myyand醜伽,恥胸,Ｂ鮎aretheルー
～～～ 

zﾉｰ，ノizノーcurvaturetensorsrespectively．
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§2.Totallyn-parallelsubspacels､Inthepreviouspaper［6],Weinvestigated 

thefollowingsubspaces： 

（a）atotaUygeodesicsubspaceM)"ｏｆＭ]，inwhicheachgeodesicofM,,ls 

alwaysageodesicofM,． 

（b）atotallyauto-parallelsubspaceM,’ｏｆＭｋ，ｉｎｗｈｉｃｈｅａｃｈｐａｔｈｏｆＭ"with 

respecttoLMITisalwaysapathｏｆＭｍｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏＭＴ． 

（c）atotallyh-auto-parallelsubspａｃｅＭ》'ｏｆ“`，inwhicheachルーｐａｔｈｏｆＭ},，

ｗｉｔｈｒｅｓｐｅｃｔｔｏＩＭｒ可ｉｓａｌｗａｙｓａｎかpathofM1withrespecttoMr、

Inthissection，weshallconsideranotherparallelsUbspace・

ＷｅｓｈａｌｌｓａｙｔｈａｔＭ’1ｉｓａ/ojnJJy7z-PamJZc/ｓ〃6Space(orsimplytojzzJbﾉﾌﾞz-P”zzZJcZ）

zDjt/zγ己SpcctjonMrTifeachnormalvectorjVWisparallelalonganycurveinM〃
withrespecttoLMrv、

Note21Subspaces(b)ａｎｄ(c)correspondtoahyperplaneofthefirstkind 

andofthesecondkmdrespectivelyinthetheoryofhypersurfaces（[11[2]),while 

theabovenewsubspacecorrespondstothatofthethirdkind 

TheabsolutedifferentialofjWisgivenby 

ＤＩＷ＝１V2,γ(llzfア＋Mljpyγ，(２１） 

where 

(２２）１Ｗ,γ＝(jVWVH,７)ｊＶＺ－ｇβ噂(gjNwBjbjW＋awb〃ｱ)Ｂ'`，

(23）Ｍ|'＝(jVWVlル)ﾉVlj-g酢勵|ｱＢＷＩ＋８風`可ｱ)B1摩

ＬｅｔＭ,,ｂｅtotally〃parallelThenfrom(２１）～(２３)ｗｅｏｂｔａｉｎ

(２４）錐,γＢｊＷｊ＋６．６町ｻﾞ＝０，

(25）gjwⅢBi’１Ｗ＋6,6可γ＝α

(２６）ｊＶＷＷｌ７＝０， 

(２７）ｊＷＭｌ７＝０ 

Ifweput蔵γ＝てrABAy,thenwehaveMルーIVH,,’十瓦jWLTherefore

itfollowsfrom(111)thatlWMlγ＝一入:γ＋ごﾙｧ,whereご`γ＝てﾌﾟﾙWMW
Consequentlythecondition（2.7）isequivalentto 

－４－ 
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(28）Ⅸ'７＝ご'７．

Differentiatingthefirstin（19）ノz-covariantlyby灘７，ｗｅｈａｖｅ

ｇ叩ＭＷｌ－＋ｊＷｊＶｌｌ,γ＋ｊＶＷＷ,γ＝０，

whichshowsthatthecondition(2.6)isequivalentto 

(２９）ｇｶﾞ,γjVIWi＝０，ｊＷＭ,アーｌＶＷＷ１γ、

Consequentlywecanstate 

Theorem2､1．Ａｓｚ`6Spa“Mh1(ＷＶｈ力加mJlbw-pamZJeZz(ﾉj沈形Sﾉｳ“ｊねjHMTli／

α"‘０"』)Ｗ“""わ"s(２４),（２５),(2.8）α"。(２９）h0J`、

TheprojectionfactorsBhareindependentofadirectionyv，whiletherecipro‐ 

calonesBfaredependentonit,Thenitfollowsfrom（]し10）ｔｈａｔＢｆ１ｌ７＝ｏｉｆａｎｄ

ｏｎｌｙｉｆｔｈｅｆｏ]1owinRequationholds： 

(2.10）Cboγ(＝ＣＡ＝Ｃａ｡γ＝Ｃｏ７６)＝０ 

ＷｅｓｈａｌｌｓａｙｔｈａｔＭ"ｉｓＰｿ晩cメヵWfza0γ-.ｊ池αね"”ｾｇｏｒｓｉｍｐｌｙｊｉｌ/bLﾉﾗｾﾞeifthe

equation(210)ｈｏｌｄｓｏｎＭ"、

Ｎｏｔｅ２２１ｔｉｓｋｎｏｗｎ[6]ｔｈａｔｉｆＭ》,ispfd-free,thentheinducedconnection

LMmsthｅｉｎｔｒｉｎｓｉｃｏｎｅｏｎＭ,$・

SupposethattheMI-,isanlz-metricalZMr(ｏｒ７ＭＤｒ，）Ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ 

ごﾚｱ＝ｑ６，，９`|ツーgが|伽Bﾙｱｰα

(2.11） 

ｇｉｉｉ７＝９，IABm7-l-g,|､Ｍ$野＝o

TherefOre,ｆｒｏｍ(２４),（２５),(２８),（2.9)ａｎｄ(2.11）ｗｅｏｂｔａｉｎ 

(2.12）αγ＝０，Ｈ１，Fγ＝０， 

(213）ハル＝ＣＡ，jVWVll,アーｌＷＷ,７．

Consequentlywecanstate 

Corollarｙ２．１．１．Ｌｅ／ノノｚｅｍ"ｿZccllj0〃Ｍ:r『inCWzS雄ｿ'zwl”，ｚ６ｅα〃ん"zｃｔ７ibzzJTMrⅢ

(0γｎMのr，)．Ｔ/(ze〃ａｓ"6⑫cz“Ｍ,'ｊｓｍｍＺｌｈﾉﾉz-pzz7zzZZeJz(ﾉﾉ１１)！ｚ７１ＧｓｐｅｃｊｍｊＭＦがα"‘

0"〃が“,,２Ｓﾑﾉﾋﾞｶﾞﾉﾗｾﾞc，ezzchsccO"ばん`"cｺﾙzｿ"e"ｍＺｔｃﾌﾞESCγｚﾉﾋz，zjS/zcszz“腕‘ブゼノ"わ〃

－５－ 
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(2.13）ノzolQKS．・

ＩｆｔｈｅＭＴｉｓａｎｶｰmetricalnM-vo(ormMDrb)’ｔｈｅｎｗｅｏｂｔａｉｎ 

〆、一夕

(214）αγ:＝０，９，|γ＝２C,γ１９，ルー２C枕ＨＦ，

whereCﾘｧ＝Ｃ雄ＢＡ７ａｎｄＣ鮠＝ＣｉＷｆ、Therefore,ｂｙｖｉｒｔｕｅｏｆ（112)，（214）and

Theorem21wefirstobtain（2.12）ａｎｄｔｈｅｎ 

(215）入ルーＧＭ＝Clz67)＝０，

(216）ｑ鮭Ｈ;＝０，ﾉＷＶｊ１アーノＶＭ〃，ｑ":＝GjMjVAjVWi：

Consequentlywecanstate 

Corollarｙ２．１．２．Ｌｃｊｔｈｅｍ"）Zeaね〃A、~『”2ｍﾉzsjhlei〉tzlI〃）ｚ６２ａ１２か”ct7ajbzrノＴＭＴｃ

(0γｚMDI~b)．Ｔﾙe〃αsiM6spaccハ`"`ｉｓ“ぬ''１－pα，tz"cZz(ﾉiijルノゼ幼ect／oLMr-，がａ１ｚａ

０物ノヴＭ,$たｊｌ/Ｗラゼc,“eﾉzsecO7Taﾉｶﾞ“α",zg1zmJ蛇７２sOγｚﾉα"ｉｓ/zGsα"ｄﾒﾉ，ｅ形ZZztjO'ｚｓ

(2.15）α"。(2.16）ルoJqI・

Inthefollowing,ｗｅｓｈａｌｌｃａｌｌａＺＭﾉｰ'０ｒａＺＭＤＦ(resp､ａｍＭｒｖｏｏｒａＺＹＭＵＤｎ） 

aT-co"?？“jjo〃(ｒｅｓｐａＴ(0)-ＣＯ"？zccﾉヵﾉz）genericallyanddenoteitbyか(resp・

rrb） 

FortheinducedT(ｏｒＴ(0))-connectionI77(ｏｒノTF()),ｗｅｈａｖｅ

(2.17）Ｈｉｌ７：＝)βＢｒγ＝Ｈ;＋、､７，，‘γ：＝ＤＭＷＢﾊァ

Weshausaythattheinducedconnectionm~『（orJ7Y~vo）satjS/ibstheD-co"α"＿

わ〃ifeachDu7vanishes・Ｔｈｅｎｗｅｃａｎｓｔａｔｅ

Ｌｅｍｍａ２､１．５rﾙＭ〕JJoz(ﾉｶﾞﾌZglWz`c“m7z7ZCa0ｿzsszzj幼'1/ZeD-C"zCZjjm"：

（１）Ａ〃仇ｇ/"`zｲｃｅｕｌｎＭ(0γｎＭ(0))-CO""Gc』わ"s、

（２）ＴﾉｉＩｅｉＷｚ(cedAMD(0ﾉ･ＡＭＤ(0))-CO""ccjio7Zs． 

（３）刀ｚｃｊ"c1lzにＧｄハL､,ＡＭＢＤ,ＡＭＯＤ－ｍｿz'zccti0s（0γｿ'巴SPectfひｅｃｗ７でＷ）zdj）Ｚｇ(0)‐

“〃"ect"lIzs)．

ＰｒｏｏｆＦｏｒ(1),ｆｒｏｍ（1.5)ｗｅｈａｖｅＤＡ＝Ｑ人＝ｏａｎｄｈｅｎｃｅＤ`γ＝０.Next，

ａｎＡＭＤ(ｏｒＡＭＤ(0))-connectionisanかmetricalTMD（ｏｒｍＭＤ(0)）-connection

definedby 

(218）ｚ－，%＝Ｇ$臘十ﾉzノハ，ＤｉＦ爪Ii-ﾉLCﾉﾙ,ＤｊルーーノLﾉzlA，

where／ｉｓａ（oM-homogeneousscalar,アシＡｉｓｔｈｅかconnectionofCPandノzIAis

－６－ 
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theangularmetrictensor・Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ,ｗｅｈａｖｅＤ｡γ＝obecauseof（1.9）ＬａｓｔｌＭ

ａｎＭＤ(ｏｒＭＤ(0))-connectionisalsoanﾉj-metricalTMD（ｏｒＺＭＤ(0)）‐connection 

definedby 

(219）Ｔｌ､＝Ｇ，A，Ｂ'ルーｎｉｌ＋／(“ルーＪ'9,舟),、(ﾙｰﾉZ吻膠腱，

whichimpliesD画γ＝０．Successively,ａｎＡＭＢＤ（ｏｒＡＭＢＤ(0)）-connectionandan

AMOD(ｏｒＡＭＣＤ(0))-connectionarebothﾉﾘz-symmetricフＭＤ(orZYMlD(0))-connecti・

ionsdefinedasfollows：Ｆ'ルーＧｉ，１－１':ルーＧＩＩ:＋０A，

(220）Ｑﾑｰﾉ伽(A＋ＭＩ－Ｊ１"ji､)－Ｆl/Ｘ

(221）Ｑｊｊﾙｰﾊﾞﾑﾙ`臘一l-lMzi-Z'ん燕）

(AMBDI~，(ｏｒｒｉ`))， 

(ＡＭＣＤＰ(ｏｒＦＤ))， 

where｣Q/AistheA"､torsiontensorofCrv・Contracting（2.20)ａｎｄ(２２１）ｌＪｙｊｙｊ，ｗｅ

ｈａｖｅＤｉﾄﾞｰﾉZ仇ａｎｄｈｅｎｃｅＤｍツー０．ＱＥ.Ｄ、

Ｎｏｔｅ２.aInCorollaries2.Ｌｌａｎｄ２．１．２，Ｍ,,isalsoatotallygeodesicsubspace 

ｉｆｔｈｅＺＭＪ~'satisfiestheD-condition・

Ｎｏｔｅ２．４PracticalexamplesfbrCorollarieｓ２１．１ａｎｄ２Ｌ２ａｒｅａｓｆｏｌｌｏｗｓ 

([２１［５１［6]）： 

ZYMlE7：Crv，jSI~w，ＡＭＢｒ，…ｒＭＤＦ：ＡＭ【DI-v，CDrm，ＭＤＦ…

ZMJ-vo：Rrv，jSrb，ＡＭＲｒｂ…？７M【Dr70；AMDTO，RDrD，MDrm〃…

ＳｉｎｃｅｊＶｉ胆＝入:Ｗ9,ｆｒｏｍ（1」6）ａｎｄ（1.17)ｗｅｈａｖｅ

～ 

(222）Ｈ;,,β＝(入ルーｑＷＹ;十日;ｹﾞｧｰＱ'７，Ｑ胸：＝ＱﾉﾙＩＶｆＢ鮴

ｌｆＱＡ＝０，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅｙβＱルー、｡γ＝０.Consequently,ｂｙｖｉｒｔｕｅｏｆ(217）

and(2.22）ｗｅｃａｎｓｔａｔｅ 

Ｌｅｍｍａ２､２．ｓz`pPoscZ〃α/腕CCC’２，２ｅｃｊｍ〃Ｍｒリノ〃切輝ｍｌｂｍｊね７２ｊＳａ７丁(0γTrv0）

α”ﾉﾉ，ｅ腕`z`ceQlm'２〃ect勿冗ＬＭﾉｰ,ｓａｊｆＳ/形ｓＱハー０．Ｔ７ｔｅ〃ｃａｃﾉ2町γzﾉmzfsﾉﾘzcs〃ａ７ｚｄ

Ｏ)zlb'〃“c/ｚＨ；m7ziShcs，ｌＭｚａｊ歯,Ｍｈ,isjDAzZly深0“ｊＣ

Ｆｕｒｔｈｅｒｗｅｃａｎｓｔａｔｅ 

Ｌｅｍｍａ２､３．Ｚ７ｚＧノ６Jのz(ﾉﾉ71<ｇ/2ｚｃｊＳｈ０Ｚａ：

（a）〃“,’たｊｙｂＭでe,jAeiwzﾌﾞｾﾞﾉﾋztね,zCb`ｈＴﾊｧｰＱ,ｎＯＴﾙｧﾉilo/hZs，

（b）ＡｃｍｚａｊカブｚＱ６７＝０j"ｚＰＪｊｅｓＣｑ城Ｔ''γ＝Ｃ"比Ｔｃγ，

－７－ 
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zohc形９.ルーｃ〃BWH,Ｃβ`ルーｃ雛BiWWi，ｃ``ルーｃｉ胸ｊｖｊＭ，ＴﾙｱｰＴｍ偽BAγα"ｄ

ＴａアーＴＷｖＢＡγ・

ProofSince氏Ｂｉ`＝Ｄｉ－Ａ７１Ｍｌ，ｗｅｈａｖｅ

ｑ``Ｔｇγ＝(ｑｗＢｊ`)(B,!`Ｔい＝ｑ,`伽Ｔﾙｱｰｑ`ｂＴ'γ＝０，

whichimplies(a).Similarlyweobtain 

Cn6塵T塵γ=(Q2けＢｊ唾)(Bﾙ`Tい=q6ATﾙｱｰC`比T`γ=0,

whichimplies(b)．ＱＥＤ・

AGZrv(orGZY可0）ｉｓａＺＹＷ－'(ｏｒｎＭＴｏ）whosehzﾉｰtorsiontensorvanishes,ｉ､e・

QiA＝dThenwecanstate 

Corollary2､1.3.LctllAeco""ecjjo〃ＭＦｊ〃m1osikllc？”わ〃ｂｃａＧか(””・Ｇｎｒ'0)．

コル〃aszJ6spaceM"isj0mJbノルpzz7Tz雌JzUﾉﾉﾉZ池幼ｃｃｊｊ０ｎＭｒがα"ｃｉｌＯ鋤がＭ,;た

60ｔ/z血ｿﾞﾗｾｅαｿz‘ｊ０/zzZl(y深od2SjCcz7z‘ﾙﾌﾞﾂﾞﾉze7the/b"Ozujﾌﾞ?ｇｅ９ｚ《α"o7zS(2.23)α'z‘(224）

(?湾ﾉＭ２２５）α"ｄ(2.26)）ノｚｏｌｄ：

(223）、`γ‐'－，βγ＋２(C駈りＴ；＋日｡γ)＝ｑｊＷＭ,γ＝ZVWl,ｱ，

(2.24）、ｶｧ＋ﾛnw-l-2(ｑ&`工厘γ＋CcbcTCγ＋ＰＩＭ,γ)＝０，入ルーＣ'７，

(225）Ｚ,｡ｧ＋Ｚｗ,γ＋２月似γ＝０，１ＷＭ,'＝ＭｊＶｌｌ７，

(226）、６７＋Ｔｂ鰹γ＋２(ｑ比Ｔｃ７＋Ｂｂγ)＝０，入ルーＣｆγ＝０，

zUAel惣乃`γ＝Ｚｉ鱗ＭＢＩ;，２，侭アー恥｣VABｶｷﾞ，、６７＝幻ＡＭＭＢＡ７、日6ツーPijMV;川Ｂ胸７，

乃鵡＝ｇ歯ガルα"cＩＩＢ鱗＝ｇ耐汗ル

ProofForeitherofconnectionsGrｒ７ａｎｄＧＺｎＴｏ，ｗｅｈａｖｅｙｉｇｖｌＡ＝０．There-

fore,contracting(２４）ｂｙｙβ，ｗｅｇｅｔＨ１＝０(Ｍ,,：totallygeodesic)andhenceHi8.γ 
＝ｏｂｅｃａｕｓｅｏｆＬｅｍｍａ２２１ｎｔｈｉｓｃａｓｅ,ｆｒｏｍ（2.4）ａｎｄ（2.9）ｗｅｏｂｔａｉｎ 

鍬,γＢＷｌｌｉ＝－(Tb､γ＋恥γ＋２Cβ`ﾙＴﾙｧ＋２Pb`γ)＝０，
（2.27） 

ａ膳IγＭﾉＶｉ＝－(｡nWbγ＋ｎM,７-'－２Ｃ側6ｶ丁ﾊﾂ-'－２日,,γ）＝０

Ontheotherhand,ｆｒｏｍ(２５)ｗｅｇｅｔＣルー０(resp2Cβ`アー０)(以臓:pfd-free)．

ＡｐｐｌｙｉｎｇＬｅｍｍａ２３ｔｏ（227）andtakingaccountofTheorem21，ｗｅｃａｎｄｅｄｕｃｅ 

－８－ 
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Corollary2､１．３．ＱＥ.、

Ｎｏｔｅ２．５PracticalexamplesforCorollary2､Ｌ３ａｒｅＨＴ，jSZ-，ａｎｄβﾉｰ１，１ｓ１-'0． 
§3．Totallyncd-freesubspaces・Inthissection，ｗｅshallbeconcernedwith

subspacesthatcorrespondtototallyumbilicalsubspacesinRiemanniangeometry・

Let／("｡,)!｡）ｂｅａｓｃａｌａｒｏｎＭルThenitissaidthaLthescalar／ｉｓ‘舵cﾒｮﾉhge
ifitisindependentofyo､ 

Weshallcallapoint（z(｡）ｏｆＭ,,ａｎ７２ｃＷ７℃ｅ・(resp、フルcmzsm7zj）”"liifthe

followingrelationholdsaｔｔｈｅｐｏｉｎｔ（"｡）fordirect-freescalars／‘（respconstants 
/α)： 

(３１） yβＨ:＝Ｈ:＝Ｌ２/・(α＝７"＋ｚ,。…･’７z）

Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ,ｔｈｅsquareofthenormalcurvaturejV(”,jw）ｉｎｙａ､directionaLthe 

point（z`｡）isgivenbWV2＝６`6/y4Thereforethenormalcurvatureatanncd-Iree 

(respnc-constant)pointisdirect-free（resp・constant)．

WeshallsaythatjM用,iSj0mJl1)ﾉﾌzcWﾗＰＧ（resp、７zc-co?zsjα"/）ｉｆｅｖｅｒｙｐｏｉｎｔｏｆ

Ｍ"isanncd-free（respnc-constant）poinL 

Inthefollowing,ｗｅａｓｓｕｍｅｔｈａｔＭＨｉｓｅｎｄｏｗｅｄｗｉｔｈａgeo-pathconnection 

Mr可.Inthiscase,ｉｔｉｓｋｎｏｗｎ[6]thattheinducedconnectionnMr，ｉｓａｌｓｏａｇｅｏ‐

pathconnectiononM",ａｎｄthatthefOIlowin2relationholds： 

６ 

T＄＝Ｔ`γ)ﾉｱ＝０，日F＝ＨＦ：＝jVf(BM,＋２ＧＩ）(３２） 

lfwedifferentiate（３１）ｂｙｙβｏｎｍａｋｉｎｇｕｓｅｏｆ(3.2）anddividetheresultby 
2，ｔｈｅｎｗｅｈａｖｅ 

生+÷Ｍ''='み(３３） 

ｶ 
ー－

whereＨツーｊＷ(BU汁ＧｉＢいａｎｄ)ケーＬＤＬ／,yγ(＝３，γ]'β）

Furtherifwedifferentiate（3.3）ｂｙγβ,ｔｈｅｎｗｅｏｂｔａｉｎ 

６ 

(34）Ｈ１,ぅ=伽ツーｑﾙﾊﾀ'一人%Az:)－カルＨＩｑﾙ,,`＋馴團）
b 

whcreLﾉｶい=Ｍ１(易ﾄﾞｱ＋ＧｉＡＢﾙﾄﾞ）Ｂｙｖｉｒｔｕｅｏｆ(３１)ａｎｄ(３３),theexpressions(３３）
and（3.4）areexpressiblein 

６ 

(33)‘且リニハャーナz覺Ⅲ

－９－ 
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Ｍ恥=/`鋤,-/ｗ,ﾙﾄ棚紗;z州扮,,，一入駒ﾊﾙ）
b 

Converselyifwecontract(3.3)(ｏｒ(3.3)'）ａｎｄ(3.4）(ｏｒ(３４)，)ｂｙ）β，ｔｈｅｎｗｅ 

ｇｅｔ(3.1）ａｎｄ(3.3）（ｏｒ(3.3)').Ｈｅｎｃｅｗｅｃａｎｓｔａｔｅ 

・Theorem3・ＬＬｅｊＭ;,DCC"dbzuedaguo-pUﾉﾉzco"7zecji0〃Ａｉｒｉ.ＺｿDCｿ１Ｍ/ｚｅ／bZ-

〃Ｚ０ｌｉ咽ルC/S?”/“Zb）e9iIllizﾉnle7zlI：

（a）Ｍ"jsjojizZb1〃cziMFe(）“.'zc-cosj（２）z/）

（b）Ｆｂγ倣惣ＣＭでesczzJa）s／Tm(，〃・ＣＯ）zslla》Z1hj／綴)，ｊｈｃｅ９“ノヵ〃(3.3)（0γ(3.3)'）

ん0/ｄｓＯ〃Ｍ沙

（c）Ｆｂγａｉ?でcノガゼGscnJの召／・(？1Gs，.⑳'ｚｓｊｎ）2ｉｓ′),ノノｚｅ２９“』わ?ｚ（3.4）（０７(３４)'）

h0Z“０〃Ｍ昨

Inthefollowing,weshaUconsideronlyazY~，(ｏｒか.)andtheinducedconne‐

ctionJZ7(orIm）InLhiscase,since域＝ｑ臘or熟＝0,wefirsthaveSw`＝
ｄＦｕｒｔｈｅｒｗｅｈａｖｅ 

４） ６ 

（３５）Ｈｂ`γ＝Ｈｙ７＋ｺｶ､γ＋Ｑ侭哩γ＋[Cb､Ｈ１］，１Ｗ＝Ｚ)/臘jWB鮴

ContractinR（3.5）ｂｙｙβｏｒｂｙｊＫｗｅｏｂｔａｉｍ 

ｂ 

(3.6）Ｈｙ'＝Ｈ；＋Ｔ似γ＋Ｄ`７，

ｂひ

(3.7）ＨＦ．＝Ｈ)１－Ｔ鰯γ‐l-Q,`｡＋[CJm6H9]．

Forthesakeofsimplicity，weimposethefollowingassumption（calledthe 

TDQ-co"`ｉｔね，z）：

(3.8）Ｔαγ＝０，，｡γ＝０，Ｑβ鰹｡＝０．

ｌｎｔｈｉｓｃａｓａｗｅｃａｎｓＬａｔｅ 

Ｌｅｍｍａ３､１．nnIzcj1z`zUce‘“"）zeclMD"ｓｏ７ｚＭＭﾉﾘ'り）?ｚﾉﾉzeﾉbJJozo〃２９０〔))2"ectわりzs

saj幼'/ﾉzeTDQ-mj2Ci/itjoｿz：

（a）ＴＭＦ：ＣＰ,Ｂｒ，,ＡＭＢ1-,,ＡＭＣｎＡＭＲｍＴＭＦ.：Ｒｒ『,ＢｎＡＭＥＩ~，｡，

A1VCrW0,AMRrvo， 

（b）TMD皿AMDrv,AMBDI-v,AMCDri,MDr'；ＴＭＤTb：AMDIT`,，

AAdBDrT【,,ＡＭＣＤｐｕ,ＭＤｐｂ

4）InthefOllowing,thetermswithinthesquarebrackts［］vanishforthe 

inducedconnectionＩＴＴ｡． 

－１０－ 
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Differentiatingthefirstin（3.8)ｂｙｙβ，ｗｅｈａｖｅ 

ＴｃγＩβ＝入搦Ｔﾑｧ＋Ｚ,`γ＝q

fromwhichitfollowsthat 

(３９）巧`γ＝０．

Applying(３８)ａｎｄ(3.9）ｔｏ（3.5)～（3.7),ｗｅｈａｖｅ 

６ 

(310）IYyザー且閻囑,＋ＱＡ＋[q,｡`A;]，
り゛ｂ

(311）HbFi＝Ｈ;＝亙り．Ｈ),%＝脇十[cβ懲り片j］

Ｉｆｗｅａｐｐｌｙ(3.10）ａｎｄ（３１１）ｔｏ（1.18),ｔｈｅｎｗｅｏｂｔａｉｎ 

Ｒ…＝恥Ｂｉ！十ヶ鍼'片:(片bﾙｧ＋Ｑ`p-hWH:＋[A:C,，`ん；
～ ６６ 

(3,2）－注C`伽｜‐,‐(呂臘,仏Hf-g山肌JβB,縁日Ｍ：
６６ 

＋(百淘施Aドー互鰕hBIw9)Ｂｗｊ
ｂ 

ＬｅｔＭ〃betotallyncd-free（ornc-constant).Then,ｏｎｍａｋｉｎｇｕｓｅｏｆ(3.1)，

(3.3)，ａｎｄａｒｅｌａｔｉｏｎｑ６ｃ＝Ｃハ，wGfirstobtain

MA:c八方;-A;qﾊﾙ，=当ＤＭﾉ｡(ｗ－Ｍ/‘
(313） 

＝吉L箒(亨ｃＭｗ－Ｍｗ霞/`)＝o

Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄｆｒｏｍ（Ｌ１２）ｗｅｈａｖｅ 

(314）ケ`6入3/6/c＝Ｃ､6ﾝ/鰻/９，６同,》入17,,6/ｙｃ＝ｑ６７Ｍｓノヅ6．

Ｉｆｗｅａｐｐｌｙ(３１),（3.3):,（3.4)'ａｎｄ(313）ｔｏ（3.12）ａｎｄｕｓｅ（314),thenwe 

obtain 

会(息.Ｍ…`)=÷ぬ+7Ｍ$!＋L鬘lv2恥,+当妙か
～ 

(3.15） 

where 

①ｶﾞｧｰL21/H(Ｑ,ｍ７＋Ｑハ)－(Ｃｈ姑)１７＋Qwjy`)/鰹/ｂ－Ｌ２(ｑＭｌｓ/`/６－

九入鴎岬僅十奈帆ﾉﾘ)'十Ｌｗ'(ｇＭｊ,…,仏）

－１１－ 
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（316）－Ｐ･ﾉﾙﾙ(B;｜十日；《)｝－(9)劇βyβ－瓦j蛾)Mil/`(B’６yγ＋Ｂ/)Ｊ１,）
～ 

－きり(βいん＋B,(`)ハbeingﾊﾞｰ"

Consequentlywecanstate 

Theorem3､２．ＳＩＷ)OSCﾉﾉｚａｊＭｌｊＳｅ？zd0z(ﾉedZ(ﾉﾉｌｉｈａＴＴ(0γZY-i．）α"ａｌｌﾉｌｌｅｊ"azz-

cedco，Z?z“lIiio？zIZY-i(0γJＴＴＩ,）ｓ(zllM魔lfﾙemQ-co7HdliMjo?z,ａ７ｚ‘』んａｊｔﾉｚｃｊｃｿzsoγのがγ

(1ｌｂ!/１１"ｅｄｈｙ(3.16”zzｿzds/zcs．Ｔ/ze〃がＭ１ｊｓｑ/sczzlaγczZγ１１ﾉ(ztz"惣尺（７趣．〃ｃｏｓｔα"／
clM7zﾉzzjz"杉Ｒ）ｚ(ﾉﾉ地７“ecノノＯＴＴ(0γZTF｡）α７２‘Ｍｂ１ｉｉｓｍｍＪｌ１ｙﾌ?c`-ガゼe('うesji)．ソZc-cO）zst‐

ａ１ｚｊ）ｚ(ﾉﾉthjV)腕c〃Ｍ》,ｆｓｑ/sczzJαγczfγZﾉﾋﾞziz"ぜ(Ｒ＋ハ７２）（?℃Ｓｐｑ／cm2sm"（ｃ"”αllz(だ

(Ｒ＋jV2)）ZCjtハブ℃SPCC｡〃mrT(0γm-i｡）

Ｂｙｖｉｌｔｕｅｏｆ(3.1）ａｎｄ（３３),，ｗｅｈａｖｅ 

ｇ/剛が＝g)川,!Ｂﾙｶﾞｰl-l2G舵/`ｙ６－Ｌ２Ｇ臘鰍入:グハ

鍬,βyβ＝ｇ〉&,ＩＪ１ｋ＋[2L2Cj砿飢

ｆｉＤｍｗｈｉｃｈｉｔｆｏｌｌｏｗｓｔｈａｔ 

ＬｗｇＭ１，－畠馴,ywi(川,,一合〃,Ｍ
(3.17） 

＝ＬｗＭ作…,w$(川,`-台か氏ﾊﾙﾉﾙ）

Applying(3.17）ｔｏ（3.16）ｗｅｏｂｔａｉｎ 

(3.18）の７５＝ひ７６＋Ｖｱ６，

ｗｈｅｒｅ 

U液=ひlLM(ﾙｗ－〔ｗⅧル菱ﾊﾙｗ/侭）

－(ＱＭ６７ｙが＋Ｑ‘`ｙ７)／何/`|，

Ｚｓ＝Ｌ2Ｍ$(Q'鰹ざ＋Ｑ``γ)＋(9)剛ルー万ﾉﾙﾊ:)ﾉV:（B鳴十Ｂﾄﾄﾞ)｝

-(録,｡-戸’.‘)Ｍ'八町`+Ｂｗ－；L佃入協十B,,ﾊﾙ)ハ

(3.19） 

(320） 

being身A,`,＝ｇ)』,ﾉJﾉﾊ．

Supposethatthefollowingconditionholds： 

(3.21）九八%＝０，ﾊﾙﾉ|'＝０．

－１２－ 
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Thenｆｒｏｍ(112)ｗｅｈａｖｅＣＭ,ｱﾌﾞ`＝０.TherefOreitisseenthatthetensorＺ６ 

ｄｅｆｍｅｄｂｙ(3.19）vanishes・Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ,iftheconnectionTI~,(orZTP｡）isA-metrical

thenfrom（３２０）ｗｅｈａｖｅ 

(3.22）Ｚ`＝ＩＬ２(Ｑγ緬6＋Ｑ,綴ツーＰｂﾂｶﾞ卿一品γ`)＋Ｂγ`禰y,＋Ｒ禰")'γ|/画，

－，－ 二、－

whereQ7"＝(ＭＶ;Bﾄｶﾞ,茸７`鰯＝Ｐ`jﾙﾑﾊ｢iBM;ａｎｄＢ７"＝凡蛾MiB’,．
￣、￣

ConseqLlentlywecanstate 

Corollary３．２．１．ｓ以妙osejlｿz(zllM,七Ｇ打dbz(ﾉcdz(ﾉﾉﾒﾉｚａ〃ﾉz-"ｚａ７７ｍＪｎﾉｰ『（0γか`）

”2．腕ｅノブZ｡"cedco'z"CCI'わ〃ｍ､(ｏｒｎＺ~w・）ｓα/域ｅｓｔ/ＺｅＴＱＤ．“"ロノガij0,z，ロブZ。〃ｚａｌＭ/Ｉｚｅ

α）"伽ﾉヵﾉz(3.21）h0ZZlisa"’11/ｚｅ/e7zso7Iﾉｧｶﾞ(1k!/iilzc‘の'(3.22）〃a7zjS/2Ｇs、Ｔ１ｂｃ〃がＡ`》ｉｓ

q/sazJZzγα"UzzjlM”Ｒ(７℃sip.ｑ/ＣＯ"ｓｊＱ"ｔｃｚ""α/"?惣尺）ｚ(ﾉｶﾞj/ｚ７密ｐｅａｍか(”ｒｒ１｡）a7zQ/

Ｍ>"ｊＳ'01tzJZbﾉ〃cﾋﾟﾉｰﾙｾﾞｅ（?'BSP．〉?c一切り?sjα）ｚｊ）ｚ(ﾉﾉﾉﾉz/V，ﾒｶc〃ハ`,）ｊＳｑノダｓｃａ〃γczz7T/zztz"で

(ﾉﾏ＋ハ/2）（ノゼＳＩＩ).ｑ/ＣＯｿzsta7z/“γ"αjzzﾉセ（Ｒ＋jV2)）ｚ(ﾉﾉﾉﾉＩｚノゼSjl)ｃｃ/ｊりノTＰ（0γm-v小

Ｎｏｔｅ３．１１ntheaboveCorollary,ｉｆｔｈｅＴＰ(orZY~'1,）isanAl-metricalmn-， 

(ｏｒｎＭｒ｡）ｔｈｅｎｔｈｅｔｅｎｓｏｒＶγ`ｉｎ(3.22)isexpressedili 

(3.23）Ｖ,`＝ＩＬｇ(Ｑ７`愈十Ｑ,廟γ＋Ｑ`ﾂｶﾞ＋Ｑα`γ)一(Ｑ"`｡〕'７＋Ｑｗｙ,)}/q

whereQ｡`｡＝ＱｊｊＷＢＢ;,y偽．Inparticular,ｗｅｈａｖｅ

Ｖ７６＝－４Ｌ２/ａＰ７“ｆｏｒＱ~w(ｏｒＲｒ１)， 

(324） 

Ｖ},，＝－４Ｌ２/α(/LCｧ``＋Ｐ７ｕｓ）ｆｏｒＡＭＲ（ｏｒＡＭＲＰ｡)， 

where／isafunctionof苑`("α）alone

lftheconnectionTIr,(orTrv()）ｉｓａＧＴ７(orGZY-v`,)，ｔｈｅｎｗｅｈａｖＧ 

9ｶ$,ルー－(Ｚｊ娩十恥ﾙ＋２ｑ織丁$''十２piAb)，

(325） 
グー、－

８)応,｡＝Ｔ,A＋ＴＡｊ，ノヮbﾉ紬＝－Ｑ伽jバー０．

Applying(325）ｔｏ（3.20)ａｎｄusing(３８）（3.9）ａｎｄ(3.21),ｗｅｇｅｔ 

Ｚ`＝－Ｌ２/α|幻７，＋、`γ＋４Ｐγ鳳巖＋２(C７頭Ｔβ`＋Ｃ`城ｒβγ)｜
(3.26） 

－／感(Ｔγ`J'6＋ＴＭ１７）

Hencewecanstate 

Corollary3､２．２．ｓz“ｏｓＧｊｈａノハハガＳｃ"(lbzｲﾉe‘Ｚ(ﾉｶﾞﾉＷｚＧＺＴ（o/'ＧＴＰ｡）ａ７２ａｊ/iｅ
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1４ ＳＰＥＣＩＡＬＳＵＢＳＰＡＣＥＳｌＮＡＦｌＮＳＬＥＲＳＰＡＣＦ 

/"`"ＣＧ‘CO""ec加7ｚｊＣか(0γ/ＣＴＩ~Z｡）ｓｎＺＭＣｓ飯ｅＺＤＱ－の"diitね",α"at/z“鋤Ｇｃｍｚａｉ‐

』わ?z(3.21）/Izo/blsα"α/ﾉbe彪冗soirVγ,。上；ﾉiiｿzedの)(326）（ﾉのZfshBs．Ｔ/lze〃〃Ｍｋ心ｑ／

smltzγαz7Tﾉzz/z"ＵＲ(種，ｑ/“)2s/α〃ｊｃｌｗｾﾞﾉα/'１"ゼ尺汕0繩7“ｅａｍＧＴＴ(0γＧか(,）ａ７ｚａ

Ｍ,伽j0jZzZ41？ｚｃＷ７Ｆｃ(７忽qp、７２c-のう?stα"‘）ｚＵｉｉ仇１V,ｊ/lzelzM,1ｌｂｑ/ｓｍＪａγczwzz/z/形(Ｒ

＋Ⅳ2）（'〃．ｑ/CO）7s/α"Ｚｃ〃i}Tﾉａｊｚ"ぜ(尺十ﾉVど)）ｚ(ﾉﾉﾒﾉｚノ,囮Sｌｃｃｊｍ１ＣＴＦ（0γｊＣｎ~i`)．

WeshallcallaGT(resp・ＣＴ(0))-connectionaGm（respGTA(0))-ＣＯ"，zecj勿況

ａｎｄｄｅｎｏｔｅｉｔｂｙＧｍ八respCn4P｡）ｉｆｔｈｅ上ensorT'AisdefinedbyT1A＝ｆＬ"ル

Ｎｏｔｅ３２ＡspracticalexamplesforCorollary３．２．２，ｗｅｈａｖｅ 

Ｚ`＝－４Ｌ２/`Ｐγ`‘ ｆｏｒﾉﾋﾟﾉr，(ｏｒＢｎ， 

(327） 
14,＝－４Ｌ７`(/LCγ“＋Ｐ７，職）forGZnArv(ｏｒＧｎＭ,)，

wherensaIunctionof卯i(z(｡）alonc．
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